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Série de TD N° 1 
l^chapitre préliminaire 
Espaces vectoriels normés et espaces de 

Banach 


Exercice 1 

1) E esi un espace normé, (x„) ;íeN * est une suite de Cauchy de E. On suppose 
qu’il existe une sous-suite (y p ) N „ de (x„) convergente dans E vers y, montrer que 

y = lim x n . 

n oo 


2) E est un espace normé, (x„)„ eN * est une suite de Cauchy de E. Montrer qu’il 
existe une sous-suite (y p ) /jeN * de (x„) pour laquelle on a l’inégalité suivante: 

\\y p+ i -y p II < 2 -P pour tout p e N*. 

3) Montrer qu’un espace normé est complet si et seulment si toute série 
absolument convergente est convergente . 

Exercice 2 

Soit E = C 1 ([-1, 1 ], IR) 1’espace des fonctions réelles continüment dérivables 
sur [-1, 1 ]. 


1) On munit E de la norme uniforme, ll/lloo = su p (l/Wl; x G [- 1 » 1 ])• 
Montrer que (E, ||. H^) n’est pas un espace de Banach (On pourra utiliser la 
suite (fn) neH * définie par/„(x) = Jx 2 + ^ ). 



2) On munitC de la norme |[/]| = |l/]| ^ + \\f ! \\ rr . Montrer que E, ||. || est un 
espace de Banach. 


Exercice 3 

Soit a = (cf«), lsN * une suite de nombres strictement positifs, et 1 < p < oo. On 
note respectivement 


la = < x = (x„)„ eN ., x n e C telles que ^ 


a„ \x n \ <00 


n= 1 


l a ^ X n ^ ^SlIeS que SUp X n < °o > 

l neN* J 


la et la sont munis des normes resectives 


x 



a n x n 


et HjcI 


n= 1 


o,« = SU P 

ne N* 


^ | (Xn Xn | ^ • 


1) Montrer que /« et /“ sont des espace de Banach . 

2) On choisit a = 1, suite dont tous les éléments sont égaux à 1. Montrer que si 
1 < p < q < oo, alors l p cz l\, avec inclusion stricte et contractante : 

11/11, < ll/ll^V/e/P 

3) Soit Co, « = <jx = (x„)„ eN »;lim a n x n = 0Montrer que C 0 , a muni de la norme 

L n -+oo J 

||. || est un espace de Banach. 


Exercice 4 

Soit E = C([— 1, 1 ], C) espace des fonctions continues sur [-1, 1 ], muni de 
la norme ||. ||,. Soit 


r 


fn (x) = ^ 


V. 


0 si x g [-1, O] 
nx si x g [O, \ ] 

1 si X e [i, 1] 


1) Montrer que (f n ) n eN « est de Cauchy dans E. Est-elle convergente dans E ? 



n =oo 


2) 0n considére la série de terme général g„ = f n+l - f„. Montrer que 

n =oo 

Y Wgn II i < °°, mais que la série Y Sn ne converge pas dans E. 

n =1 n =1 

Exercice 5 

On note E 1’espace des fonctions continues de [-1, 1 ] à valeurs dans C. on 
définit sur E 1’application suivante: 

0 (/ g) = dx 

1) Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire et déduire que 

Ml 2 = 

est une norme surii. 

2) Sachant que 1’espace vectoriel normé (E, ||. H^) est complet. Le but de 
cette question est de démontrer que (E, ||. || 2 ) n’est pas complet. Pour cela, on 
définit la suite de fonctions (/„) en posant: 

-1 si - 1 < x < 

fn{x) = < nXSÍ-4-<^<4- 

1 Si -f- < X < 1 


dont on va montrer que c’est une suite de Cauchy de ( E , ||. || 2 ) sans que ce soit 
une suite convergente. 

a) Montrer que pour 1 < n < p, on a: 

II f n ~fp II 2 - Ji. 

En déduire que la suite (f n ) est de Cauchy dans ( E, ||. |[ 2 ). 

b) Supposons que la suite (f n ) converge vers/dans ( E, ||. || 2 ).Montrer que 
pourtout.r e ]o, l], on a f{x ) = 1. que doit valoir/sur [-1, 0[ ? conclure. 



